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Abstract. Some special unfoldings of Pfaffian forms are studied. Applications to forms 
with small multiplicity are purposed. 

O. Introduction 

On d6finit la notion de d@loiement quasi-r6gulier et de d~ploiement de Morse 

pour les formes diff6rentielles. Alors que toute fonction possOde ten ddploiement 

de Morse, i.e. un d6ploiement tel que pour les valeurs g6n6riques du param&re 

les singularit6s soient de type Morse, il n'en est pas de m~me pour les formes 

diffdrentielles; l'existence d'un tel d6ploiement implique celle d'un objet de type 

facteur int6grant g~n~ralis6. 

Les d@loiements quasi-rgguliers sont les plus naturels, ceux qui, comme 

l'indique le vocable, ne prgsentent pas trop d'irr6gularit6s (au sens de la th6orie 

des 6quations diff6rentielles lin6aires). On construira des exemples de formes 

diff6rentielles dont tous les d6ploiements quasi-r6guliers sont triviaux. On ter- 

minera par l'6tude des d6ploiements des formes diff6rentielles ~t deux variables 

dont le 1-jet est d6g6n6r6, i.e. du type ydy; c'est en fait cette 6tude qui a motiv6 

l'introduction des notions ci-dessus. 

Une partie de ce travail a 6t6 effectu6e lors de s6jours de l'auteur ~t l'Universit6 

de Valladolid et h I'IMPA de Rio. Je remercie ces deux institutions pour leur 

accueil. 

1. D~ploiements non Dicritiques et D~ploiements Quas i - r egu l i e r s  

On ddsigne par On l'armeau des germes de foncfions holomorphes ~t l'origine de 

Received 10 December 1990. 



40 DOMINIQUE CERVEAU 

C n et par ~ n  C On son id6al maximal; A I ( c  n, o) dgnote le 0n-module des 

germes de 1-formes holomorphes h l'origine de C n. 

Soit wo = Aodx + Body E A1(C2, o) un germe de 1-forme dont le lieu 

singulier S(wo) = {Ao = Bo = 0} se r6duit ~t 0, i.e. #o = d im 02/(Ao, 13o) < 

OO. 

Un d~ploiement ~ un param6tre de wo est la donn6e d'un gemae de 1-forme 

int~grable w holomorphe h l'ofigine de C 3 = C z • C tel que 0% = i 'w, o?a 

i: C 2, 0 --+ C 3, 0 d6signe l'inclusion canonique. Deux d~ploiements w e t  w' de 

wo sont 6quivalents s'il existe un germe de diff6omorphisme r  C 3, 0 --~ C 3 , 0 du 

type r  y, t) = (~t(x,  y), 99(t)), et une unit~ U E 03 tels que w' = U.r On 

a dvidemment les notions de d6ploiements ~t un nombre quelconque de param~tres, 

de d6ploiement versel (dont l'existence est annoncde par Nicolau-Mattgi, la base 

&ant en g6ngral non lisse) mais nous n'en ferons pas usage ici. Un d6ploiement w 

de Oao est trivial s'il est 6quivalent au "dgploiement constant wo", i.e. o; = Ur 

pour certains U et r comme ci-dessus. Mentionnons, et ceci nous sera utile, qu 'un 

d6ploiement w = Adx + Bdy  + Cdt, A, B,  C E 03 est trivial si et seulement 

si C appartient h l'id6al (A, B);  en effet si C = a A  + f iB le champ de vecteur 

holomorphe Z = 0 _ a~oz - fla-~ est annul6 par w. On constate que w est 

trivial en redressant Z,  ce qui petit &tre fait par un diff60morphisme du type 

(Or(x, y),  ~( t ) ) .  

Darts le cas des fonctions on a la proprigt6 suivante: s i f o  est un 616ment de 

02 a singularit6 isolge on petit trouver un d6ploiement f E 03 de fo tel que les 

singularit6s des ft = f ( . ,  t) soient, pour t r 0, mutes de type Morse et au nombre 

de #o = dim 0z / /{afo  .~yo) (il faudrait bien stir pr6ciser cet 6nonc6 en prenant \ O z '  
des repr6sentants de nos objets sur des voisinages convenables). Nous verrons 

qu'il existe des obstructions ~ 6tablir des ~noncgs analogues dans le contexte de 

formes diffdrentielles. 

Soient w = A d x + B d y + C d t  un ddploiement hun param~tre de Wo, S(w) = 

(A = B = C = 0) son lieu singulier et I-Lo: Xo, -+ C 3, S(w)  la d6singularisa- 

tion de co[C, C]; soit Yw c S(w) le sous ensemble analyfique des points m de 

S(co) qui ont 6t6 6clat6s (i.e. les points m tels que d iml - I~ l (m)  r 0). Une 

composante Y/de  1-I~ol(Yw) est dite dicritique si Y/n 'es t  pas feuille (singuli~re) 

du feuilletage 6clatd strict YI~ 5rto, 5rw ddsignant le feuilletage singulier associ6 

h w. Enfin on dit que w e s t  non dicritique si aucune composante du diviseur 
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DEPLOIEMENTS NON DICR1TIQUES DES FORMES DIFFERENTIELLES tIOLOMORPHES 41 

exceptionnel 1-I/o 1 (Y~o) est dicritique. 

Par exemple si ~oo a une intdgrale premibre holomorphe fo E O~ (i.e. 

dfo A wo = 0), alors tout ddploiement w de Wo possdde une intdgrale premidre 

f E 03: c'est un rdsultat de [M, M]. Par suite tout d6ploiement d 'un tel wo est 

non dicritique. I1 en de m~me pour les formes wo de type logarithmique i.e. du 

type 

Wo : f l . . .  f p~Ai~ i  , f i  C 02 et Ai E C, Z inddpendants. 

Par contre, tout ddploiement d'une forme Wo possddant une intdgrale premibre 

mdromorphe pure est dicritique. 

On a le :  

Th60r6me 1. ([C, C].) Soient Wo un germe de 1-forme holomorphe h l'origine de 

C 2, (fo = 0) une s6paratrice de r fo ~ 02 et w un ddploiement non dicritique 

de Wo. Alors w possdde une sdparatrice ( f  = 0), f E 03 dtendant fo (i.e. fo est 

une composante de foi).  De plus toute courbe intdgrale 7: C, 0 --~ C 3, S(w) de 

w (i.e. 7*w = 0) est contenue dans tme s6paratrice de w. 

Rappelons les notions de singularitds rdduites et de courbes gdngralisdes: 

D6finltion. Soit wo E A~(C ~, o) un germe de 1-forme holomorphe s'annulant 

l'origine. On dit que wo est rdduite si le 1-jet de Wo est lindairement conjugu6 

Pun des suivants: 

*Alxdy - A2xdy, Ai E C - {o}, A1/A2 ~ Q+ (=  ra t ionnels  positifs) 

**ydx 

Notons que si wo est rgduite alors #(wo) = 1 si et seulement si wo a son 1-jet de 

type *. On dira indiffdremment que Wo ou Two est rdduit. 

D4finition [C, L, S]. Soient wo E AI(C 2, o) et Y[~o: Xo~o ~ c 2, o la rdduction 

de wo. On dit clue w e s t  une courbe gdndralis~e si: 

1. wo est non dicritique, i.e. chaque branche du diviseur/-I~oo 1 (o) est une feuille 

(singulidre) du feuilletage dclatd scrict YI~o 7o~o. 

2. Les singularitds du feuilletage dclatd scrict 1-I~o 3rtoo sont de type * (i.e. 

possddent une 6quation locale r6duite de type *). 

Les propridtds qui suivent sont dtablies darts le travail [C, L, S] ou bien 
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42 DOMINIQUE CERVEAU 

Evidentes; si COo est une courbe gEnEralisEe alors coo possEde un nombre fini 

de sEparatrices routes holomorphes (au sens off toute sEparatrice formelle de COo 

converge). S i f o  d~signe une Equation r~duite de l 'union de ces s~paratrices, les 

invariants numdriques de reduction de fo et COo coincident; notamment: 

#(fo)  = #(clio) = #(COo) ( # = n o m b r e  de Miknor) 

u(fo)  - 1 = u(dfo) = u(coo) ( u = valuation d'ordre) 

La propriEt6 de quasi-r~gularitd dEcrite ci-dessous gEngralise h la dimension 3 la 

notion de courbe gEnEralisde (c'est possible de dEfinir d'ailleurs cette notion en 

toute dimension mais nous n 'en ferons pas usage). Soient donc co ~ AI(C 3, o) un 

germe de fonne intdgrable non dicritique et II,o: X~o --~ C z, S(co) la reduction de 

co; on note S le lieu singulier du feuilletage EclatE strict H~ 5r~o, S' c l-I~o I S(co) .  

Soient m E , g u ~  et Tm une surface lisse transverse ~ ,~ en m; on dit que I-[~o 5r~ 

est singulier rdgulier en m si la restriction i* * * :rm I-I~o Jr~o de I-L 5r~o ~t T,~ (qui est 

rgduite) est une singularitE de type *. On introduit la: 

Dfifinition. co est quasi-rdguli~re si: 

1. co est non dicritique 

2. en chaque point de S u ~  rI* Yw est singulier rdgulier. 

Remarques. 

1. La notion de quasi-rdgularit6 est donc une notion de non dEgEnErescence 

(aprbs reduction) semblable au concept de point singulier rEgulier pour les 

Equations lindaires. Bien que le choix de terminologie soit discutable nous le 

prEfdrons h l'appellation "surface gEndralisEe". 

2. La propri&6 de quasi-rEgularit6 est une propriEt6 des composantes Si de 

i.e. on a l'Equivalence entre (i) et (ii) 

i) tout point de Si - S ing(S)  est quasi-rEgulier 

ii) il existe un point de Si quasi-rdgulier 

3. Si co quasi-rEguliEre est reprdsentEe sur un voisinage ~ de O suffisamment 

petit alors pour tout m E S(co) A 3) le germe w, m est quasi-rEgulier. 

Le rEsultat suivant dEcrit la structure des singularitEs des formes quasi-rggu- 

liEres. 
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Th~or/~me 2. Soit w E AI(C 3, o) intdgrable non dicritique quasi-rdgulidre. 

Alors w possdde un nombre fini de sdparatrices toutes convergentes. Soit 

F = 0 une gquation rdduite de l'union de ces s~paratrices. Les propridt~s 

suivantes sont satisfaites, w dtant repr~sentde sur un ouvert q) suffisamment 

petit: 

1. S(w) = S(dF) ,  i.e. les singularit~s de w sont les points critiques de F," 

en particulier S(w) c F- l (o ) .  

2. Soit x 1 une courbe intdgrale formelle de w passant par le point 

m E S(w) N ]) alors Fo~ = O. 

3. Soit m E S(w) - {o} N "1) et i: C 2, o ~ C 3, m une section plane gdndrale; 

notons #T(w, m) = tt(i*w, m), nombre inddpendant de i gdn~ral. Si 

# T ( w , m )  = 1 alors ( F - l ( o ) , m )  est un croisement ordinaire a deux 

branches. 

4. De mOme s i m  ~ S(w) n "P et dw(m) r O, alors ( F - l ( o ) , m )  est un 

croisement ordinaire c~ deux branches. 

5. Soit m E S(w); si ( F - l ( o ) , m )  est un croisement ordinaire gt deux 

branches alors w, m est conjugu~e g~ une forme r~duite gt deux variables 

a(u, v)du + b(u, v)dv. 

Preuve.  Le point 1 se ddduit directement de [C, C]: la s6paratrice F - t ( o )  

provenant du recollement dans la r6duction X,o de w des s6paratrices locales 

non contenues clans le diviseur exceptionnel 1-I/o 1 (Y~o), on constate puisque w est 

non dicritique que le lieu singulier S de I]~(3r~o) est constitu6 des croisements 

des diff6rentes composantes du diviseur I-[/ol(Y~), des croisements de ces com- 

posantes avec les sdparatrices locales et des croisements des sdparatrices locales 

entre etles (en fait la d6finition stricte de d6singularisation de [C, C] fait que ce 

dernier cas n'appara~t pas, quitte h r6~clater). Comme visiblement S(dF)  c S(w) 

on a l'6galit6 S(dF)  = S(w). 

Pour le point 2 on commence par remarquer que toute s6paratrice locale 

formelle de 1-Iw Y~o en un point m E X~o est convergente: c'est une cons6quence 

de la quasi-rdgularit& Si ~ est conmae dans 2, quitte h rddclater on peut supposer 

que le relevd ,~ de xf ~t X~o passe par un point lisse m de S; en m, I-[~o Y~o a deux 

s@aratrices locales convergentes et deux seules (dont l 'une au moins d'entre 

elles cofncide avec le diviseur l-[~o I (Yo~)) formant un croisement ordinaire h deux 
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branches; en m I-[~ 7,0 a une structure produit (C • un feuilletage rEduit de C 2) et 

l '&ude des singularitEs rEduites de type * montre clue ~ est "contenu" dans l'une 

des sEparatrices locales; par suite Fo~l = O. 

Etablissons le point 3; visiblement •o = i*w est une courbe gEnEralisEe 

sinon w ne serait pas quasi-rEguli~re. Par suite wo poss~de un hombre fini de 

sEparatrices; soit fo = 0 une Equation rEduite de l 'union de ces sEparatrices. 

Comme 1 = #(wo) = I~(fo),fo est de Morse et puisque m n e  peut 6tre isol6 

dans S(w),  alors o:,m est un dEploiement trivial de r [C, M] (on identifie ici 

wo et w[i(c2)). En rEsulte que les sEparatrices Z,  m de w en m forment un 

croisement ordinaire h deux branches; d'apr~s le point 2 on a l'inclusion des 

germes Z,  m c F - l ( o ) ,  m. Cetteinclusion est visiblement une 6galitE. 

Le point 4 s'&ablit de faqon identique; on remarque que si dw(m) ~ 0 on 

peut trouver des coordonEes u, v telles que 

= v)a , + b(u, v)av. 

Le 1-jet de w ne peut Stre de rang 1 puisque w e s t  quasi-rdguliEre, d'autre part 

ce 1-jet ne peut ~tre Equivalent a (u + v)du - vdu toujours h cause de la quasi- 

rdgularitE. Par suite j l w  est diagonalisable de rang 2: 

j l w  ~-- Aludv - .X2vdu 

On constate aisdment que la situation A1/A2 E Q+ conduit (apr~s reduction) ou 

bien h un phEnomEne dicritique ou bien fi une singularit6 de type **, cas exclus - 

Par consequent w est rEduite de type * et ses sdparatrices Z forrnent un eroisement 

normal h deux branches. On conclut comme dans le point 3. 

Terminons par le point 5; soit T u n e  transversale gdnErale en m,  d i m T  = 2, 

et ~oo = WIT. D~ipr~s le point 2 les seules sdparatrices de wo sont F - l ( o )  A T; 

en rdsulte, puisque F - l ( o )  fq T e s t  un croisement normal et que O:o doit Stre tree 

courbe gEnEralisde, que la(Wo) = 1. Comme dans [C, M] (page 31) on constate 

que ~o,m est un ddploiement trivial de r On montre que 60o est r~duite comme 

dans le point 4. [] 

2. D/~ploiements de Morse 

On gEnEralise aux formes diffErentielles la notion de dEploiement de Morse bien 

connue pour les fonctions. 
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D6finition. Soit wo E AI(C2,o); un ddploiement w E AI(C3,o) de wo est de 

Morse si: 

i) wes t  quasi-r6guli~re 

ii) l'union des s6paratrices F - l ( o )  de w a ses singularitds ~ croisemems ordi- 

naires en dehors de o. 

Exemples. 

1. Si wo poss~de une int6grale premiere fo E 02 alors wo poss~de un d6ploie- 

ment de Morse. 

2. De m~me si Wo est de type logarithmique, i.e. poss~de une int6grale premi6re 

EAiLog f i ,  f i  ~ 02,Ai complexes Z ind6pendants, alors wo poss~de un 

dgploiement de Morse. 

Remarques. 

1. Soit w un d6ploiement de Morse de wo; si S ( w )  = {o} ,w  a une int6grale 

premiere holomorphe (Malgrange); sinon soit S (w) = USi (w) la d6composi- 

tion en branches irr6ductibles de S (w); alors west  localement triviale le long 

de Si(w)  - {o}. Plus prgcis6ment, une fois pris des repr6sentants sur un ouvert 

convenable, si T ies t  une surface gdn6rale passant par mi E Si(w) - {o} alors 

COlT i est rgduite et si m~ E Si(w) - {o} alors le germe wm~ est conjugu6 ~t 

WiT i (structure produit). 

2. D6signant toujours par w un ddploiement de Wo, soit wt la restriction de w ~ 

une section plane ggndrale At passant par (o, o, t), At voisine de C 2 x {t}; 

si mt est une singularit6 de wt alors COt,rot prdsente une singularit6 r6duite 

de type (*). Si mt E S (w)  cela r6sulte de la remarque 1 sinon on est en 

pr6sence d'une singularit6 de contact; en un tel point w poss~de une int6grale 

premi6re submersive dont la restriction ~t A t sera de Morse pour A t gEndrale. 

Question. Une courbe g6ndralis6e Wo poss~de-t-elle un d6ploiement de Morse? 

Au vu des exemples 1 et 2 on est tent6 de dire oui. Comme nous allons le voir 

la r6ponse est non en g6ndral. Le point c16 est le ph6nom~ne suivant: 

Th~or/~me 3. Soit w un dOploiement de Morse; F une ~quation r~duite des 

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 22, No. 1, 1991 



46 DOMINIQUE CERVEAU 

sdparatrices de w. II existe une 1-forme holomorphe ~ v~rifiant 

Remarque .  r /est  ferm6e modulo w (i.e. la restriction de r/ aux feuilles de 7w 

est fermde); lorsque r /est  exacte modulo w, i.e. 

~ l = d h + a . w ,  h e t  a dans 03 

alors w poss~de le facteur int6grant r6duit eh.F et  par suite une int6grale premi6re 

de type BAI Log Fi, i.e. w e s t  logarithmique. Un problSme int6ressant serait 

d'dtudier la cohomologie relative des formes w de type Morse. On trouvera des 

r6sultats en ce sens chez Malgrange [Ma] et l 'auteur [C2]. 

D6monst ra t ion .  Elle repose sur un r6sultat ancien de H. Caftan [C] qui affirme 

que HX(c 3 - (o}, 0 )  = 0 (de m6me H I ( B  3 - (o}, 0 )  = 0 pour une boule 

B 3, ce que nous utiliserons en fait). On suppose doric nos objets repr6sentds sur 

une boule B z suffisarnment petite pour que le discours qui suit ait un sens. Soit 

m E B 3 - (o}; s i m  ~ F - l ( o )  alors d'apr6s le th6or~me 2 wes t  non singuli~re 

en m. Par suite il existe o~ et/3 dans 0 (C 3, m), ~ unit6 tels que w = ~d/3; on a: 

- - A w =  + r / m  Aw 
OL 

avec 
do~ dF 

o~ F 

Si m E F - l ( o ) u ~ , ,  alors de nouveau w(m) ~ 0 et comme F - l ( o )  est s6para- 

trice, il existe e~ et/3 deux unit6s en m telles que w = ~d(F/3); il vient: 

= a Aa(/3F) = = + /3---y- = + o m  

avec cette lois: 
da + dfl 

Enfin s i m  E B - {o} est un point critique de F on pcut trouver des coordonn6es 

locales (u, v, t) en m telles que: 

w = H ( u , v , t ) ( v a ( u , v ) d u  + u b ( u , v ) d v ) =  H(u , v , t ) .w '  

F = K ( u , v , t ) . u . v ,  H , K , a , B  unit6s 
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C'est possible puisque Jr~,m a une structure produit. On a: 

[ 0b 0a]  
d~' = b(u, , , )  - a(u ,  v) + , ~  - V N  d~/ '  d,, 

Remarquons que: 

duv 
- - / , ~ o ' =  (~(,,, ,,) - a(u,  ~))d~, a d,, 
u v  

Cornme a et b sont des unitSs on peut trouver r/' E A I ( C  2, o) tel clue: 

( Ob Oa)  rf w' u -~u - V -~v d u A d v = A 

On passe du couple (w', uv) au couple (% F) par un calcul U6mentaire: 

dw = Hdw'  + dH A w' 

On pose alors: 

= + + - -  A W  
UV 

--  + ~ / '  + ~ A w  

rlm -~- r f  q- 
d H  d K  

"H K 

47 

Finalement on peut trouver un bon recouvrement de B 3 - {o} par des poly- 

disques Ui munis de 1-formes r/i E AI(uI) vdrifiant: 

Sur une intersection non triviale Ui A 0-3. on a: 

o = ( ~  - ~j)  A ~ 

et par suite il exism hij E 0 (Ui A Uj) tels que: 

~7i -- rlj = hij .w 

Les hij v6rifient naturellement les conditions de cocycles: 

h i j  q- h j k  -~ hki  ---- 0 

chaque fois que cela a un sens. Suivant H. Cartan on 6crira: 

hij = hi - hj 
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o~ les hi E 0 (Ui). Les 1-formes diff6rentielles r/i - hlw satisfont encore 

d w = ( d - ~ + ~ l i - h i . w )  A w  

et se recollent pour d6finir un 616merit ~7 E AI(B 3 - {o}); cet r/se prolonge par  

Hartogs en un 616ment de AI(B 3) qui satisfait 

Le fait que r/soit ferm6e modulo w s'obtient par diff6rentiation: 

O = d.dw = drl A w - ( dF + ~)  A dw = drl A w. [] 

Corollaire. Soit wo E AI(C 2, o) possddant un dgploiement de Morse; il existe 

To tel que 

( fo d6signant une s r~duite de l' union des s~paratrices de Wo). 

3. C o n s t r u c t i o n  d ' E x e m p l e s  sans  D~ploiements de M o r s e  

Nous allons maintenant construire une s6rie d'exemples pour lesquels il n'existe 

pas de r/o comme ci-dessus; ces exemples ne poss~deront donc pas de d6ploiement 

de Morse. 

On se donne d + 1 droites concourantes ~ l'origine de C 2 et fd+l = 0 une 

6quation homog~ne r6duite de l'ensemble D de ces d +  1 droites. On note AI(D) 

le 02 module des 1-formes wo E AI(C 2, o) ayant D comme s@aratrices: 

AI(D) = {wo c A1(C2,o) tel qu'il existe 8 c A2(C2, o) v6rifiant 

Wo A dfd+l = fa+l.5} 

Proposit ion.  Soit wo ~ AI(D);  il existe g et h E O2 uniques tels que wo = 

gdfd+l + h(ydx - xdy). 

Preuve. On a r A dfa+l = f5+16 pour un certain 5; soit 

0 0 
R : + u N 
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le champ radial; on a: 

wo(R).dfd+l - (d + 1)fd+l.Wo = fa+l. in5 

En remarquant que Coo(R) est divisible par fd+i  on obtient le rdsultat. [] 

R e m a r q u e .  Si Wo est une courbe g6ndralis6e ayant pr&isdment D comme 

s@aratrice alors U(Wo) = d; en rdsulte que, avec les notations de la proposi- 

tion, g est une unit6 (sinon Wo serait dicritique) et u(h)  > d - 1; comme dans 

toutes ces histoires on identifie deux fonnes difffrant d'une unitd multiplicative 

on supposera g ~ 1. Notons qu'un dl6ment de type dfd+i + h(ydx - xdy) est, 

pour h g6n6ral tel que u(h) > d - 1, une courbe g6ndralisde ayant pr6cisgment 

D comme s@aratrices. 

On note Aoi(D) l 'espace affine: 

Aoi(D) = {dfd+x + h(vdx - xdy ) , h  E 02, u(h)  > d -  1} 

Lemme.  Soit Wo = dfd+i + h(ydx - xdy) un dldment de hol(D); sont 

dquivalents : 

1. il existe % E A 1(C 2, o) tel que 

= (dfd+l rio ) A Wo + 

2. (d - 1)h - R(h) appartient d l'idgal I(Wo) des composantes de wo. 

Preuve .  On a: 

et 

dwo = ( - 2 h  - R(h))dx  A dy 

zh) ,o ,fl E 

d f d + l  
A wo = - ( d  + 1)hdx A dy 

fd+l 
En rgsulte que 1 ,~  2. [] 

Consid6rons le ddveloppcment de h e n  polynSmes homogSnes: 

h = hd-1 + ha + ~ 

Si ( d -  1)h - R(h) appartient h l'iddal I(wo) on aura: 

( d -  1 ) h -  R ( h ) =  ( Ofd+l ) (Ofcl+l 
+ y h + fl \ 5-ffu 

BoL Soc. Bras. Mat., Vol. 22, No. 1, 1991 



50 DOMINIQUE CERVEAU 

Posant a = ao + or1 -[- ' ' .  , f l  = flo q- f l l  q- " '"  oLi,fli homog~nes de degr6 i il  

vient: (oi.+l - I - g a d - I )  " q- flo ( i ) f d + l  ~ (**) - -  h d ao \ - - ~ X  \ -~y X h d - l /  

Comme l'espace vectoriel des polyn6mes de degrd ies t  strictement plus grand que 

2 pour i > 2, on en d6duit que pour dq- 1 > 3 et h g6n6ral, h = hd-1 q- hd +" " 

ne satisfera pas de formule de type (**); on obtient comme consdquence le: 

Th6or~me 4. Gdndriquement un dldment Wo E AI(c 2, o) d'ordre au moins 2 

ne possdde pas de ddploiement de Morse. 

Consid6rons une courbe ggn6ralis6e wo d'ordre pr6cis6ment 2 et soit w un 

ddploiement quasi-r6gulier de Wo; g6n6riquement wo poss~de trois s6paratrices 

lisses deux ~ deux transverses, que l'on peut normatiser h x 3 + yZ = 0; w possgde 

alors une s6paratrice (F  = 0), F dgployant x 3 + yZ. Comme ce d6ploiement se 

factorise dans le d6ploiement universel 

xz + y3 + Uo + u lx  + u2y + u~xy 

on constate que ou bien: 

1. (F  : 0) est trivial 

2. (F  : 0) est ~t singularit6 isol6e 

3. (F  : 0) est h croisement ordinaire en dehors de 0. 

Il n'est pas difficile de montrer clue dans le cas 1 alors w e s t  elle m~me 

triviale i.e. conjugu6e h (zo. Darts le cas 2, d'aprSs le thgorSme 2 et [Ma], w a 

une int6grale premiere holomorphe et donc wo aussi et dans le cas 3, w e s t  de 

Morse. On en d6duit le: 

Th(~or~me 5, La propridtd suivante est gdndrique pour les dldments wo E 

AI(C 2, o) d'ordre au moins 2: tout dOploiement quasi-rdgulier w de Wo est 

trivial. 

4. Calculs de D~ploiements 

Nous pr6sentons des calculs explicites de d6ploiements pour des formes Wo de 

petite multiplicit& Pour bien simer notre propos nous rappelons au passage des 

r6sultats bien connus: ph6nom6ne de Kupka etc. Notre but est de d6crire les 
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d6ploiements a un param~tre des formes Wo dont le 1-jet est non nul. 

1. Ph~nomdne de Kupka-Reeb: si Wo E A~(C2,o) vdrifie dwo(o) r 0, alors 

tout d6ploiement w de Wo est trivial; en effet comme (dw) 2 = 0 le th6or~me de 

Darboux assure l'existence de coordormdes x et y telles clue dw = dx A dy; on 

conclut aisdment en utilisant l'intdgrabilitd de w. 

2. Cas dw o (o) = 0 et j l w  o r O. Dans ce cas jlwo est la diffdrentielle d'une 

forme quadratique clue l 'on peut supposer 6gale h zy  ou y2 clans un bon syst~me 

de coordonn6es. Etudions le cas f w o  = d(xy)[C, M]; soit w ddploiement de 

wo, ~un param~tre pour simplifier: 

w = (y + . . . ) d x  + (x + . . . ) d y  + ( . . . ) d t  = Adx + Bdy  + Cdt 

Remarquons clue (A = B = 0) est une courbe lisse r d'idgal de ddfinition 

(A, B); de sorte que si C s'annule sur F alors C E (A, B)  et w est triviale. S i ce  

n'est  pas le cas, w est ~t singulafitd isolde et suivant Malgrange [Ma], w possSde 

une int6grale premiere f ;  ce qui contraint, par restriction, Wo hen poss~der une 

aussi. On refient doric l'alternative suivante lorsque jlwo = d(xy) 

- ou bien wo n'a pas d'intdgrale premiere et tout ddploiement de Wo est trivial 

- ou bien Wo a une intggrale premiere fo clue l 'on peut choisir de Morse, et 

le feuilletage donnd par les niveaux de fo(~c, y) + t en est le d~ploiement 

universel. 

Reste le cas of~ jlWo = dy 2 et l~t c 'est une route autre histoire. Nous al- 

lons nous contenter de ddcrire les d6ploiements des formes dites non ddgdn6rdes 

transverses. 

3. Formes "non d~gdn~r~es transverses" [Ce,Mo], [Mo]: On consid~re l 'ensem- 

ble ~1 c AI(C 2, o) constitud des formes wo ayant dy ~ pour 1-jet. D6veloppons 

un tel dl6ment en composantes homog~nes: 

wo = dy 2 + 62 + 63 + . . .  

6i E A~(C 2) espace des 1-formes diffdrentielles homog~nes de degr6 i h deux 

variables. Notons I-[i: ~1 ~ A~(C 2) la projection naturelle: [Ii(wo) = 6i. 

~ 1 I1 existe un ouvert de Zariski A2(C ~) c A~(C 2) tel que tout dl6ment 
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v&ifie: 

i) Wo est une courbe gdn&alisde 

ii) Wo a pour unique sdparatrice un cusp ordinaire (i.e. une courbe diff60morphe 
y2 + x 3 = 0). 

Les 616ments de E 10 sont dits non d~gdndrds transverses. 

Consid&ons une forme Wo ayant le cusp y2 + x 3 = 0 comme sdparatrice. 

D~ipr~s [Ce,Mo] il existe f et h dans 02 tels que: 

"wo = f .d(y  2 + x 3) -4- h(2xdy - 3ydx) 

Si de plus wo est dans E 1~ alors f est visiblement une unite si bien que l'dtude 

des ~16ments de E l~ se famine ~ celle des formes du type f~h = d(Y 2 + x 3) § 

h ( 2 x d y -  3ydx); plus pr6cisgment tout dldment de E ~~ est conjugud ~ un certain 

f~h off h E .M2. On note E ~  = {d(y 2 + x 3) + h(2xdy - 3ydx), h E .M2} les 

6critures "normalisges" des 6ldments de E 1~ 

D6finition. Un 616ment o~ ~ AI(C 2, o) a la propri6t6 de division relative par 

rapport ~l f E .M2 si et seulement si il existe a E 02 et fl ~ AI(C 2, o) tels que: 

= adf q- f . f l  

Si tel est le cas ( f  = o) est s6paratrice de c~, mais l'inverse est faux; pr6cisons 

dans le cas o~ f ( x ,  y) = y2 -k x3: 

Proposition 6. ([C,L].) ~h a la propri&6 de division relative par rapport au cusp 

y2§ = 0 si et seulement si h appartient ~ l'id~al Jacobien J(y2+x3)  = (y, x 2) 

de y2 + x3. 

Traitons tr~s succintement l'&ude des d6ploiements quasi-r6guliers des formes 

non ddg6n&6es transverses. 

Proposition 7. Soit ~ un ddploiement quasi-rdguffer de wo E E 1~ Si wo n'a 

pas d' int@rale premidre holomorphe alors ou bien w est trivial ou bien w e s t  

de Morse. 

Remarque.  Lorsque Wo a une int6grale premiere holomorphe fo (fo pourra ~tre 

prise 6quivalente ~ V2+ x3), alors w poss6de une int6grale premi6re f d6ploiement 

de fo et la classification des ddploiements est facile: elle se ram6ne ~t la classifi- 

cation (source et but) des d6ploiements de fo. 
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Preuve  de la proposi t ion 7. Si w ddploie wo de faqon non dicritique, w 

poss~de lane sdparatrice (F  --- 0) d6ploiement de y 2 +  xz = O:F(x ,y , t )  -- 

y2 + x3 + t ( . . .  ); notamment F est irrdductible dans 03. Comme le ddploiement 

universel de y2 + x s  soit Ul + u2x + y2 + x 3_ peut &re vu dans les cubiques 

planes on vdrifie facilement que ou bien 

i) (F  ---- 0) est trivial, i.e. 6quivalent h y2 + x3 = 0 dans C z 

ii) (F  -- 0) est ~t singularit6 isolge 

iii) (F  -- 0) est ~t croisement ordinaire en dehors de O. 

Dans le cas i) on peut trouver un systbme de coordonn6es not6 encore (x, y, t) 

tel que F(x ,  y, t) = y2 + xZ; par suite ~ unit6 multiplicative pros on a: 

w = d(y 2 + x 3) + H.(2xdy - 3ydx) + Cdt =- 

= Adx + B d y + C d t ,  A , B , C ,  H E Oz 

Comme y2 + x 3 = 0 est sdparatrice de w, w A d(y 2 + x 3) est divisible par y2 + x3; 
ce qui implique que C est divisible par y2 + x3: 

C = (y2 + z~)C,, C' ~ 03. 

Comme 

o n  a 

A = 3x 2 - 3 y . H , B  = 2y + 2x.H, 

2xA + 3yB = 6(y 2 + z3). 

En r6sulte que C E (A, B) et le d6ploiement w est done trivial. 

Dans le cas ii) (F  = 0) &ant h singularit6 isol6e, d'aprSs le th6orSme 2, 

s(o ) =o.  

Puisque oJ est ~t singularitd isolge, w possSde une intggrale premiere holomor- 

phe [Ma] et done wo aussi. 

Enfm Si F -1(o)  est h croisement ordinaire en dehors de o, wes t  par dgfinition 

de Morse. [] 

On en d6duit la: 

Proposi t ion 8. Soit wo non ddg~n~r~e transverse d'~criture normalis~e 

f2h = d(y 2 + x ~) + h(2xdy - 3ydx). 
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Si h ~ j(y2 + z3) = (y, x2) tout d~ploiement quasi-r~gulier de Wo est trivial; 

il existe donc un ouvert de Zariski E 1~176 c Z I~ tel que tout dl~ment de E 1~176 

ait ses ddploiements quasi-r~guliers triviaux. 

Preuve .  Soit w un d~ploiement quasi-r6gulier de wo, ( F  = 0) sa s6paratrice. Si 

F = 0 est ~t singularit6 isol~e ou ~ croisements ordinaires en dehors de 0, il existe 

r/o (coroll. du th. 3) tel que: 

dCOo = ~, y2 + z3 + no A wo, no ~ AI(C 2, o) 

On obtient explicitement: 

+ 3y-gju + 5h dx A dy =6hax / ,  ay + ,lo a (a(y 2 + z3)+ 

+ h ( 2 x e y -  3yex)) 

Par suite il existe a E 3t2 tel que: 

Oh 3 Oh + - h(1 + e 2) 

Ceci impose une condition sur le 1-jet "Tx + ey de h; prdcis6ment "7 = 0 rnais on 

a l'6quivalence: 

'7 = 0 *~ h E ( y , x  2) = J ( y  2 + x3). 

En rdsulte que si h ~ j(y2 + x z) alors ( F  = 0) est trivial et donc w aussi. [] 

En fait nous allons am61iorer le rgsultat prdcddent en supprimant l'hypothSse 

de quasi-rdgularit& 

Th~or~me 9. Soit Wo un dldment de El~176 tout d~ploiement non dicritique de 

wo est trivial. 

On rappelle que wo E E 1~176 si et seulement si h ~ j(y2 + x3) off 

~h = d(Y 2 + x3) -t- h(2xdy - 3ydz) 

est l'6criture normalisde de wo; ddsignons par J(wo) l'iddal des composantes de 

Wo = Aodx +Body, J(wo) = (Ao, Bo) et dZ(wo) l'iddal engendr6 par 

OB~ OA~ Ao, Bo) 

Les iddaux J(wo) et dJ(wo) sont intrins~ques: ils ne d6pendent pas du choix des 

coordonndes et ne ddpendent en fait clue du feuilletage TWo. On a l'6quivalence 

BoL Soc. Bros. Mat., Vol. 22, No. 1, 1991 



DEPLOIEMENTs NON DICRITIQUES DES FORMES DIFFERENTIELLES HOLOMORPHES 55 

pour Wo E ~]10: 

dJ( o) r J(wo) 

Preuve  du th6or~me 9. Soit w un d6ploiemem non dicritique de Wo que l 'on 

suppose normalisde: wo = 12h; w poss~de une sdparatrice (F  = 0) d6ployant 

V 2 + z 3 = 0. Un certain nombre d'arguments utilisds prdcddemment persistent. 

Notamment: 

i) si (F  -= 0) est ~ singularitd isol6e alors w poss~dera une int6grale premiere 

holomorphe; par cons6qnent wo aussi et l 'on aura h ~ j (y2  + x3). 

ii) si ( F  = 0) est trivial il enes t  de m~me pour w. 

iii) si (F  = 0) n'est ni trivial ni ~ singularit6 isol6e, alors les singularitds de 

(F  -- 0) sont, en dehors de l'origine, des croisements ordinaires. 

Comme le cas i) est exclus sous les hypotheses du th6or~me, il nous suffit 

donc d'dtablir que le cas iii) ne se prdsente pas. Considdrons un ddploiment F de 

y2 + x3 comme ci-dessus (iii); on peut ~t changement de coordonn6es pros 6crire 

F sous la forme: 

F(x ,  y, t) = + + y2 + 

Comme ~ t fixd F(x,  y, t) = 0 est un morceau de cubique et que F doit 5tre 

irrdductible (puisque y2 + x  3 l'est) la courbe F(x,  y, t) = 0 dens C 2 • {t} ne peut 

avoir qu'une seule singularit6. Par suite ces singularit6s constituent une courbe 

lisse F; comme ndcessairement F est dans le plan y = 0, il existe un changement 

de coordonn6es ~r: 

a: (x ,y , t )  --~ (x + v l ( t ) ,y , t )  

tel que d(Foa) s'annule prdcisdment le long de l 'axe des t; comme 

Fo~(x ,y , t )  = ul(t) + u2(t)vz(t) § (vl( t ))  3 § x(u2(t) § 3(vl( t ) )  2 

+ 3vl(t)x 2 q_ y2 + x 3 

doit Ore singulier le long de l'axe des t on a: 

Fo~(~,,y,t) = 3v~(t).x ~ + y2 + x~ 

Si vl (t) _= 0 on est dans le cas trivial (ii); sinon on choisit la coordonnde t de 

sorte que vl (t) = tP/3. Dans la suite on suppose donc que F ----- Fp avec: 

F p ( ~ ,  u , t )  = tPx 2 + u 2 + z 3 
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On remarque que Fp est quasi-homog~ne puisque: 

Fp(e2vx, e3Py, e2t) = e6pF(x,y, t)  

Suivant un argument ddjtt utilisd dans [C,L] on introduit le feuilletage dont les 

feuilles sont le niveaux de la fonction rationnelle: 

Hp(x ,y , t )  - x2(tp § x) 
yZ 

On note que (lip = - 1 )  coincide avec (Fp = 0). Ce feuilletage se laisse ddfinir 

par l'dquation de Pfaff Wp = 0 o3: 

ffjp = xy(tP + x) ( ~ _  + d(tP + x) 2dy~ 
tP q- x y / 

On vdfifie clue: 

d~p = ( - 7 x  - 4tP)dx A dy + pyt p-1 .dr A dx + 3pxtP-l.dy A dt 

et par suite le long de l'axe des t (qui est singulier pour ffJv) on a: 

d~p(o, o, t) = -4tPdx A dy 

Lfdde du lemme qui suit est d6jh exploitde dans [C,L]: 

L e m m e .  Soit (G = O) une hypersurface de (C3 ,o ) ,G  r~duite, ayant ses 

singuIaritds en dehors de 0 de type croisement orclinaire. Soit a C A 1 (C 3, o) 

ayant (G = O) comme sdparatrice (i.e, a A dG = G.rl, r] E h2(CZ,o).  Si 

da s" annuIe te long des singularitds de G alors a a Ia propridt~ de division 

relative, i.e.: 

ot : a.dG q- G.al ,  a E 03, Oil e AI(C3,o) .  

Preuve .  Une fois encore on ufilise la nullit6 de H I ( B  3 - {o}, 0 ) .  On reprdsente 

nos objets sur une boule B suffisamment petite. Si en un point rn E B - {o} on 

a G(m) # 0 ou dG(m) # 0, on peut trouver am et at,m tels que: 

a,m -= aradG + G.aLm, am E O (C 3, m), al,m E A I (C 3, rn) 

Soit rn 5~ 0 un point singulier de G; localement il existe des coordonndes x, y, t 

en m telles que G = xy. Comme G = 0 est sdparatrice de a on peut dcrire: 

a = y A d x + x B d y + x y C d t  off A , B , C E O ( C Z , m )  
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Comme da(o, o, t) =- 0 on a: 

B ( o , o , t ) - A ( o , o , t ) = _ - O  

et B - A = xA' + yB' ,  A', B'  ~ 0 (C 3, m).  I1 vient alors: 

a = (Z  + xa ' )d(xy)  + xy(Cat  + B'dy - A'dx) 

et l 'on trouve encore a ~ m  et  Oq,m tels  clue: 

a = a,m d G §  G.al,m 

On peut donc recouvrir B - {o} par des polydisques Ui munis de ai E 0 (Ui) 

et a l , i  E AI(Ui) tels que: 

a[g i = ai.dG q- G.al,i 

Sur les intersections non triviales Ui A Ui on a: 

0 = (ai  - a i ) . d a  + a . ( a l , i  - c ,~,j)  

Par suite: 

(eq,i - oqd) A d G =  0 

et comme dG s'armule en codimension deux, il existe hid E 0 (Ui N Uj) tels 

que: 

(oq,i - oq,y) = hi, i .da 

Visiblement les hi,j satisfont, chaque lois que cela a un sens: 

hi,j + hj,~ + hk,i = 0 

En rdsulte l 'existence de h i E O(Ui)  tels que hi,j  = hi - hi; les 1-formes 

al,i - hidG se recollent pour d6finir un dl6ment de A I (B  - {o}) qui s'6tend 

par Hartogs en a l  E AI(B) .  De m~me on construit a ~ O(B) en posant 

aiu i = ai + hi.G; on v6fifie que: 

a = adG + G.oq 

D'ofi le lemme. [] 

Remarques. 

1. Le lemme se laisse gdn~raliser sans peine ~ Crk 

2. La forme o3p ne se laisse pas diviser relativement par Hv; en fait le lemme est 

tree 6quivalence puisque les expressions d a  = d(a.dG + G . a l )  s'annulent 

6videmment sur les singularit6s de G. 
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Revenons h la d6monstration du th. 9. On 6value 

ngcessairement: 

dco(o,o,t) = : (t)dx A du 

off ), est holomorphe en t. 

dw sur l 'axe des t; 

l e r  cas: u (k ( t ) )  >_ p. On peut alors trouver u(t) E C{t} tel clue d~(o ,  o, t) - 

u(t).dgap{o, o, t) = O. Visiblement la forme diff6rentielle co - u(t)~p a (Fp = O) 
pour s@aratrice et sa diff6rentielle s'annule sur les singularit6s de (Fp = 0); on 

est exactement dans la situation du lemme et 

w - u ( t ) g a p = a d F p + F p . a ,  o~ a E O 3  et a E A I ( C 3 ,  o) 

Si ~(u) > 1 on obtient, avec des notations 6videntes, en faisant t = O: 

Wo = ao.d(y 2 q- x a) q- (y2 + xa).ao = d(y2 + x 3) + h(2xdy - 3ydx) 

En r~sulte (prop. 6) que h E j (y2  + x ~) ce qui est absurde si coo E p loo. Si 

v (u)  = 0 i.e. u(o) 7k 0, on utilise la quasi homog4n6it6 de Fp et ~ p ; s i  o-e 

d&igne l'application ddfinie par: 

on a: 

et 

I1 vient: 

F A , , , )  = 

, _ eTp .gap (7" e COp 

 ;co = aC ,),6PdFp + +  ,(,2t),TPgap 

Comme n6cessairement a~c~ est divisible par e 2 (car p > 1) on a: 

a~co = fiP{a(a,).dFp q- e.u(e2t)gav q- e2( . . .  )} 

et le d6veloppement de a~co suiVant les puissances de e est: 

aZco = ,6p{aCo).dF~ + e u ( o > p  + e2( . . .  )}. 

La forme a~co est int6grable pour tout e, par consequent a(o)dFp + eu(o).gap est 

intggrable r o o d  e 2 i.e.: 

a(o).u(o).dFp A gap = 0 

or dFp A gap ~ 0; comme a e t  u sont suppos6es ~tre des unit6s c 'est  absurde. 
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2~me cas: p(A(t))  < p. On trouve cette lois u(t) ,v(u)  > 1 tel que d(u( t )w - 

~p) s'annule sur l 'axe des t, lieu singulier de Fp. On en d6duit l'existence de a 

e t a  tels que: 

- o p  = a dFp  + 

Faisant t = 0, on constate que ~plc2• se laisse diviser relativement par y2+x3; 

or 

ff, plc2x{o} = x ( 3 y d x -  2xdy) 

ne se laisse pas diviser relativement. C'est donc encore absurde et finalement le 

cas (iii) ne peut se pr6senter. Le th6orSme 9 est ainsi d6monlr6. 

4. R e m a r q u e  sur  le calcul de Suwa. Dans [S] T. Suwa introduit les ob- 

jets suivants pour un feuilletage singulier 7~ ddfini par la forme w intdgrable 

holomorphe ~ l'origine de cn:  

I(w)-=- { H  E On/~rtE AI(cn ,  o) t e lqueHdw-- - -wAq}  

J(w) = { H E On/ H = ixw,  X champ holomorphe h l'origine d e c  n} 

= { H  e O./H  =dH 

Les iddaux I(w) et J(w) ne-d6pendent pas du choix de w d6finissant Y',o; par 

contre K(w),  espace vectoriel des facteurs int6grants, d6pend lui du choix de 

w. Toutefois la condition K(~o) = {o} est ind6pendante de ce choix. Un cas 

particulier des r6sultats de Suwa s'6nonce comme suit: 

Th6or/~me 10. Supposons que K(w) = 0 et que d imc  I (w) / J (w)  = p < 

oo; s'il existe un dgploiement (int~grable) ~2 de w sur C r* • C" (muni des 

coordonndes (x, t)) tel que: 

f~ = w + EHi.dti  ( m o d t l , . . .  ,tp) 

oft les Hi E I (w)  sont tels que leursprojections dans I (w) / J (w)  forment une 

base, alors le dgploiement f2 est versel. 

R e m a r q u e .  En pratique il est tr~s difficile de savoir, pour ~ donn6, s'il existe 

ou non f2 satisfaisant les hypotheses du th6or~me 10. 

Lemme.  Soit wo E E i00 d'dcriture normalisde ~')h _7- d(y 2 + x 3) + h(2xdy - 

3ydz) alors: 

1) K( o) = 0 
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2) J(f2h) = ( y , x  2) = j (y2 + z3) 

3) d ime  I (wo)/J(wo)= 1 

Preuve .  1) Supposons qu'il existe un facteur int6grant f de f/h, f = 0; comme 

f2h n 'a  pas d'int6grale premiere holomorphe, f E .M et la courbe ( f  = 0) est 

une s6paratrice de f~h, Les s6paratrices de f~h se r6duisant h (y 2 + z z = 0) il 

existe une tmit~ U E 02 telle que: 

f = U . ( y  2 -}- X3) m, m E N 

Dire clue f est facteur intdgrant de f~h implique que: 

df2h = (m'd(y2 + z3) + d~Uu ) A + x 3 

ce qui, par un calcul d6jh rencontr6, conduit h h E (y, x 2) - contradiction. 

2) On a J(f~h) = (3x 2 - 3yh, 2y + 2xh); comme h E .M on a l'inclusion 

g ( f ~ h )  C (y' x2). Cette inclusion est une indgalitd. 

3) Visiblement 

Ecrivant comme pr6c6demment j l h  = a.z + fl.y, a 5s O, on a: 

I ( f lh)  = { H / n . x  ~ (y, x2)} 

Par cons6quent si H E 02 est tel quc j i l l  = e.x + by, e 5s O, alors I (~2h)  = 

J(~2h) + C.H. [] 

Supposons maintenant qu'il existe, comme darts l'6nonc6 de Suwa, f2 dgplo- 

iement de wo = f i h  6 ~]1o0 

f2 = Wo + Hdtmod(t) ,  H e I(wo) 

avec j l H  = ex + by, e ~ O. Le 1-jet de ~ s'6crit: 

jlf2 = 2ydy + twl + (ex + 8y)dt 

otl Wl est une certaine 1-forme constante ~ deux variables; ainsi Wl = dL off L 
est une forme lin6aire. On a: 

drY(o) = d( j l f2)  = d(ex + by - L) A dt = d(a.x + b.y) A dt 
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Montrons que ndcessairement df](o) = 0; en effet si df2(o) ~ 0, f2 est 

un ph6nom6ne de Kupka-Reeb. II est bien connu [C,M] que f~ poss6de alors 

un facteur imdgrant formel F non trivial; f ( z ,  V) = F(x,  y, o) ne peut ~tre 

identiquement nul sinon t -=- 0 serait s6paratrice de f2, ce qui n'est pas le cas. 

Par consdquent f e s t  un facteur intdgrant formel non trivial de wo; mais Wo n'en 

poss~de pas (m6me preuve clue 1) du lemme). 

Par consdquent df2(o) = 0 et: 

= d(u . + + 8u)) 

Puisque e ~ 0 la forrne quadratique yZ + t(ex § 5y) est de rang 3 et la forme 

f2 est ~ singularitd isolde en 0 E C3; par suite f2 poss~.de une intdgrale premiSre 

holomorphe non constante F; sa restriction f a (t = 0) (qui ne peut &re constante, 

car t ---= 0 serait encore sdparatrice de f2) est alors intdgrale premiere de OVo, qui 

n'en poss6de pas! En conclusion pour Wo E E 1~176 il n'existe pas de forme ft 

satisfaisant ?~ l'dnoncd th. 10; on en ddduit l'alternative suivante pour Wo E El~176 

- ou bien tout ddploiement de wo est trivial (nous le savons pour les d6ploiements 

non dicritiques) 

- ou bien l'espace des param6tres du ddploiement versel de Girbau-Mattei est 

non lisse 

C'est la premiere alternative qui semble la plus raisonnable et nous formulons 

la: 

Conjecture.  La proprigtd suivante est gdn~rique pour  les dtdments wo E 

AI(C 2, o): "tout ddploiement d un paramdtre w de wo est ~quisingulier". 

Ceci signifie que S(w) est une courbe lisse, que l'on peut supposer ~tre l'axe 

des t et que 

Index des notations. 

0 (U) = anneau des fonctions holomorphes sur l'ouvert U. 

AP(U) -=- 0 (U) module des p-fonnes diff6rentielles holomorphes sur U. 

0 (C n, m) = anneau des germes de fonctions holomorphes au point m ~ C n. 

Av(C n, m) = 0 (C '~, rn) module des germes de p-formes diffdrentielles holo- 
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morphes  au point m C C n. 

= O ( C n , o ) .  

.htn = ideal maximal  de On. 
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